TSTL Correction de I'évaluation n°2

Exercice n°1 : P(z)=2% + (1 - zﬁ)zz + 2(2 - «/5)2 + 400 z appartient a I'ensemble C des nombres complexes.
1.a) P(-1) ==—1+(1—2@)—2(2—£)+4=—1+1—2J§—4+2J§+4=0 .

b) P(z) est factorisable par z+1.

C'est a dire P(z) peut s'écrire sous la forme P(z) = (z+ 1)(az2 + bz + ¢) ou a, b et ¢ sont trois réels a déterminer.

3 z+1)(22+ z+c)=az® +bz? + cz +az? —az® 2
Ondeveloppeetonordonne( a bz +c)=a b. cz+az" +bz+c=az’ +(b+a)z +(c+b)z+c

En procédant par identification avec P(z) = z° + (1 —Zﬁ)zz + 2(2 —«/g)z +4
on obtient : a= 1 ;b+a=1—2«/§ i c+b= 4—2«/5 et c=4

Donca=1; b= —2«/5 ;c=4.

Conclusion : ‘P(z) =(z+1)2% - 243z + 4)‘

c) Soit A le discriminant de I'équation z> — 243z +4=0:

A=(—2\/§)Z —4x1x4=12-16 = -4 = (2i)?

A < 0 donc I'équation a deux solutions complexes conjuguées:
—b—i-A 23-ifa 23-2i , -

= = = :\/g—letzzzzlz—

2a 2 2 2a

d) d'aprés b) et ¢) P(z) =0 a trois solutions «/g—i, «/5 +i  et-1.

Z

2°) A(3.-1) BH3))
AB=|z, 2| =3 +i- (V3 i) =P =2.

OA=[z| 3] + 1P =B +1-2.

Deux nombres complexes conjugués ont méme module donc
OB =z, =2

Donc OA=0B = AB.

Donc le triangle OAB est équilatéral.

3°) C est le point d'affixe z3 = 1-+/3i
a) Réciproque du théoréme de Pythagore : Si OB*+ OC? = BC? alors le
triangle OBC est rectangle en O.

Nous avons donc besoin de calculer OB, OC et BC. : : A P : NA

0C = |zg| = /1z+(_£)2 . o N
BC = |z¢ —2s|. Or z¢ - 2 =1—iJ§—(J§+i)=1—J§+i(—J§—1)

donc

|zc—zB|=\/(1—J§)2+(—J§—1)2 =\/(1—J§)2+(J§+1)2 —1-2y3+3+3+2/3+1=48 .

Conclusion : BC =2J§.

OBZ"' OC2= 4+4=8et Bsz 8 donc OBZ"' OC2 — BCZ

Conclusion : d'aprés la réciproque du théoréme de pythagore, |le triangle OBC est rectangle en O]

b) Le centre du cercle circonscrit a un triangle rectangle est le milieu de I'hypoténuse, d'ou :

_Z5+7c _J§+i+1—iJ§:1+J§+i(1—J§)

ZQ = .

2 2 2
Le rayon r est %:%: 2.




Exercice n°2 (bac GM a 2006) : on considére les nombres complexes suivants : z, = V2 +i6 et z,=2-2i.0npose z; = Z
Z;

z, JEHJE:(ﬁ+iJ€X2+2i):2J§+2JEi+2iJ€—2J€zzﬁ—2£+i(2ﬁ+2£)

1°) z3="1=

Z, 2-2i 22 4 (- 2)2 8

z, 22 -6) 22 V&) V2-6+ily2+6)
4

z, 2x4
Dot |z, = JE_JE+i(JE+JE)
° 4 4
Z-5

La partie réelle de z, est )

V2

+

\/E .

La partie imaginaire de zest

N

29)a) |z =\N2" + (V6 =v2+6 =B =2x4 =242 . Soit||z,| - 242

Soit 61 un argument de z; : cos 64 = :E et sin 61

22
20| =22 + (-2 =4+ 4 =8 =4 x V2 . Soit ||z,| = 2V2 |
2 1 42

Soit 62 un argument de z; : cos 02 = = = - et sin 6, =

22 2

22

4 |2

2

V2 _1 s _B

2

-2

22 2 2

V2

b) z; =="donc on en déduit que |z5| =1 . Clest a dire |z, _ 22 g

z, |2,

Z4

22

. Donc |argz, :%+2kn avec keZ

-1 42

|23| =1|.

. Donc

argz, :—%4— 2kn|avec keZ ;

z, == donc on en déduit que arg(z;)=arg(z,) - arg(z,)+ 2kn  k e Z. C'est a dire arg(z,)= % + % +2kn keZ

Z;

Soit |arg(z;)= :—g + 2k | .

. n .. Tn
c¢) Conclusion : |z; = cos— +isin —
12 12

+i

V26 (2+6)

n .. Tn
3°) D’aprés le 1°) et 2°)b)on a z, =cos— +isin—et z, =
) D’ap ) )b) 3 - - 3 2

Ce sont deux écritures du méme nombre, donc

7Tt:x/§fx/€

les parties réelles sont égales : COSE 2
V2 +46

4

. - A . In
et les parties imaginaires sont égales : smE:

7n_J2-+6

Conclusion : |cos[®-¥2=V6 4 n /™ _ \/§+ﬁ
12 4 12 4

b) Nature du triangle OAB :

d'apres le 2°) a) OA =|z,| = 242

et OB=|z,| =242

Donc |e triangle OAB est isocéle en O.

AB =|z; - 21| =[2-2i -2 - i =‘2—J§—i(2+J€]
AB = \/(2—\/5)2 {—(2“/6)2} =V4-4y212+4+4J6 +6
AB = 16 — 442 + 44/6 242 donc ABO n'est pas équilatéral

OA% + OB? =8 + 8 = 16 = AB2donc ABO n’est pas rectangle en O
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